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Abstract
This paper introduces the classical extreme value theorem and three examples are provided by way of illustration.
The computations fわr the model estimations are carried out using the extRemes of R statistical software program.
1.はじめに
近年､特に注目されていることに､大洪水などの異常気
象､異常発生による自然災害がある｡一昨年のアメリカミ
ネソタ州の橋の崩壊､地殻変動に伴う新潟沖大地震による
原子力発電所の安全性なども記憶に新しい｡これらはたい
へん稀な出来事であるが､数理統計学の分野で考えると極
値(最大値､最小値)理論に関係すると思われる｡橋は建
築後3 0-40年の疲労亀裂の大きさや金属疲労度(寿
令)､原発は操業後2 0年以来の地震の最大震度､大洪水
は過去3 0年内で最大降雨量に関連する問題である｡建築
物の耐震性の安全基準を設定するには､その建築地点にお
ける地震の最大震度を予測する必要があることは明らかで
ある｡
同様な問題として､古くから分析されているものに防波
堤の設計がある｡ある地点の波の高さは時間とともに変化
する時系列と考えられるが､ここで問題とされることは一
刻一刻の波の高さの分布ではなく､その波の高さの最大値
(極値)であり､その分布である｡ある期間に於ける最大
値(例えば､ 20年､ 100年あたりの)の確率分布が分
かれば､そのReturn level (帰還レベル)からある大きさ
を超えるReturn period (帰還期間)の予測に役立つ｡
では最大値(Max)の分布はどうなっているのであろう
か｡時系列データの元々の分布と関係があることは想像で
きるが､例えばデータが正規分布に従っているとき最大値
はどのような分布をしているのだろうか｡以下の第2章で
は数理統計学から得られる最大値等の厳密な分布について
述べる｡
ところで我々がここで問題としている最大値(または最
小値)は､一ケ月､ 1年などの短いスパンではなく､ 20
年､ 50年､ 100年といった長いスパンでの極値である｡
そこで考えるべきものは極値の漸近的な振る舞い､すなわ
ち極値の漸近的な確率分布である｡第3章では古典的な極
値理論でよく知られている事実である極値の漸近的な分布
が3種類に限られること､さらにそれらはまた1つの一般
化された極値分布で表現されることなどを紹介する｡
そして第4章ではこれらの理論の応用として､実際の
データを使ってモデル(確率分布)を推定することを考え
る｡そのために必要な､主に研究用に開発されている統計
解析のフリーソフトRから極値モデルの解析用パッケー
ジextRemesを紹介する｡我々はこのソフトを使って､(A)
シミュレーションデータ､ (B)公表されているFlood(莱
国の洪水による年間最大損害額)のデータ､さらに(C)
気象庁の公表データから東京の年間最大降水量(1日辺り)
の確率分布をそれぞれ推定する｡特に東京の最大降水量
データは101年間というサンプル数にも恵まれ､当てはめ
たモデルがデータに大変良く適合している｡このモデルよ
り一日に250mmから300mmを超える降水量は100年に
一度くらいの比率で起こる現象であることなどが分かる｡
2　極値の厳密分布について
いま確率変数Ⅹは連続な確率密度関数f(Ⅹ)を持ちその
確率分布関数をF(Ⅹ)とする｡このときⅩからの大きさn
の独立な標本確率ベクトルを(Xl,X2...,XD)､これを大き
さの順に並び替えたものを(X(1),X(2)…,X(D))とする｡すな
ねちX(1)< X(2)<･･･< X(A) ;例えばX(1)〒Mlb(Xl, …, Xn)は
最小値であり､ X(A)は最大値である｡これらは確率変数
であり､その確率分布はもとの分布関数F(Ⅹ)とその密度
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関数f(Ⅹ)を使って表現できる｡一般にr次の順序統計量
Ⅹ(れ　r∈乱‥.,姉　の確率密度関数は
〃!
(r-1)!(〟-r)!
F(X)r-1 (1 - F(X))n-r f(X)
となる｡したがって最大値の場合は
g(X) = nF(X)n-lf(X)
となる(rlH2】)0
確率変数Xがよく知られている場合に､具体的な最大
値X(n)の確率密度関数g(X)およびそのグラフを求めて
みる｡
(1) Xが一様分布∪【0,1】に従っている場合;
g(X) - nxn-I
gl
0.2　0.4　0.6　0.8　　1
図1. ∩=10,30のg(X)のグラフ
(2)標準正規分布N(0, 1)に従っている場合;
g(x) -
吉21′2-ne~X2/2n(1 I Erflx/ Ji,,nll
gl
-1　　　　1　　2　　3　　4　　5
図2. n=10,30,100のg(X)のグラフ
(3) Xがパレート分布に従っている場合;
g(X) - ;xl2(.-i)n-I
gl
20　　40　　60　　80　100
図3. ∩=10,30,100のg(X)のグラフ
3　極値の漸近分布について
第2章では､標本確率変数列の極値(最大値や最小値)
の厳密な分布は元の確率分布に依存し多く存在すること
になる｡しかし､標本数が大きくなると分布型がそれぞ
れ収束して､最終的な極値の漸近的確率分布関数はType
I. Gumbel分布､ TypeII. Frechet分布､ TypeIII. Weibull
分布の3つのタイプの族(family)であることが古典的極値
理論より知られている(参照【31)｡それらの確率密度関
数f(Ⅹ)およびグラフは以下のようになる｡元の確率分布が
正規分布や指数分布などの場合､パレート分布やコ-シー
分布の場合､一棟分布などの場合はそれぞれその極値の漸
近的確率分布はTYPE I, TYPE II, TYPE IIIとなる｡
Type l. Gumbel分布
Variable: -∞ <Ⅹ< ∞, Parameters: b(location),a > 0 (scale)
F(X) = Exp卜Expl-∑±]]
a
確率分布の密度関数は右裾において指数閑数的に急激に
減少する｡
_Ei:tj･:･>:一叫恥tl.A.叫.:.,e･.-こ.ヒ.I-:･_
■
fl
-4　　-2　　　　　　　2　　　4
図4. Gumbel分布
X
時系列データの最大値･最小値のモデル化について
ll. Frechet　分布　Variable: Ⅹ>b､ Parameters:
b (location), a>0 (scale), α > 0 (shape)
F(X) = Expl-(∑±)-a ]
a
確率分布の密度関数は右裾において多項式関数的に比較
的緩やかに減少する
t t､Tt)1(-禁)-1-44
-1　　　　1　2　　3　　4　　5
図5. Frechet　分布
Ill. WeibuJl分布Variable: Ⅹ < b, Parameters: b
(location), a > 0 (scale), α > 0 (shape)
F(X) = Expl(三±)a ]
a
確率分布の密度関数は左裾において､ TypeIIの
Frechet分布と同様に多項式関数的に比較的緩やかに減少
する
f3/･ b･'xld( b:) l･d｡;
■
dot■ib【f31--tt.-.,bI仙　tA>0, ■>0. -QE･くbくtDl;
f3
-5　-4　13　-2　-1　　　　1
極値理論の初期の応用例ではこれら3つの分布族を候補
として採用し､選ばれた分布族のパラメータを推定した｡
しかし3つのうちどれを選ぶかはかなりの熟練が必要であ
り大変難しい｡一方､これら3つの極値の漸近的確率分布
関数はさらに一つの分布族に一般化されることが知られて
いる｡一般化極値分布(the Generalized Extreme Value
distribution, GEV)と呼ばれている(参照【1日2日3】)｡し
たがって実際に得られたデータの確率分布を推定する場合
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には､上の3つの分布族を候補とするよりも､一般化極値
分布を仮定しそのパラメータを推定するほうが遥かに容
易である｡このGEVの確率分布の密度関数は以下とな
る｡ shapeパラメータ亀の符号によって上の3つの分布を
得る｡即ち､ち>0　の場合はFrechet分布､ろく0　の場合
Weibull分布､ち-0の場合がGumbel分布となる｡
Generalized Extreme Value distribution;
Variable: Ⅹ > b, Parameters: 〟 (location), q > 0 (scale),
% > 0 (shape,)
F(X) = Expl-(I.X (∑±))-1/X ]
〟
(l) shape parameter e> 0 0)%%;
roュ
t u･'t･Tl-:･~lr't(l･一暮-こ,i) l主
q
db■■lntrQ11l tt.I-OIi.4･I u　トQ<{<4.0>0.-せくP<4'I;
(2)shape parameterろく0の場合;
fO2
･ -l･くI-:tい′( (1･ t.-:,t)･lAtl
CI
血■■inlfO2】 ;(Ⅰ. -0, FJ-OJEl　▲▲ (-4<f<一. 0>0, -0<FlくQl:
(3) shape parameter% - 0　0)6% ;
モー}I ･ミI一
flz　　　　,.血■血【n)=tz,-cB,CB)u lAl0.-¢(b<叫,･
a
4　Rのパッケージソフトextremesによる
極値のモデル化の応用例
実際にデータ解析する場合に比較的扱いやすいコン
ピュータソフトとして､フリーウエア-ソフトRのパッ
ケージextremesが知られている｡極値データの分析は一
般的なテーマではなく特殊なためそれに関する分析ソフト
は市販のソフトの中ではあまり見かけない｡しかし最近
注目され始めているフリーソフトのRには多くの研究者
が各自の専門分野の統計解析用パッケージを公開してい
る｡あくまでもフリーであるため信頼性には絶対的な保障
はないが､多くのユーザーによる検証により日々ソフトの
更新が行われている｡我々は最新のものをインストール
することでソフトウェアーの信頼性を確保できるものと
思われる｡このRの中の極値モデルの解析用パッケージ
extRemesはG.YoungやE.Gilleland等によって開発され､
また現在も更新されている｡ [4】,【5】.
以下ではこのソフトを使って実際にデータ解析をしてみ
ることにする｡ここで解析に使うデータは次の3つのデー
タである｡
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(A)擬似乱数で一般化極値分布からシミュレーションし
たデータ
(B)パッケージextremesに入っている米国のFl00dデータ
(洪水による損害額の年間最大値)
(C)東京周辺の一日辺りの降水量の年間最大値
パッケージextremesによるモデル化の方法はデータ
の人力と散布図､一般化極値分布GEVの最尤法による
パラメータ推定､ 4つの検証用グラフ作図(Probability
Plot, Quantile Plot, return level curve, Density Plot with
Hisotgram) 【11参照｡最後にこれらの結果からモデルの当
てはまりの良さを考察する｡
4.1　データ解析の実例
(A)図はGEV【FL , U,ち1-GEV【0,1,0.2日location
parameter〟 =0, scale parameter α -1.0, shape parameter
ち-0.2)からシミュレーションで発生させた大きさ50の
標本の散布図である｡このヒストグラムは下図にある｡
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図7. GEVl0, 1,0.2]からの大きさ50の標本の散布図
このデータに一般化極値分布GEV【 FL , U,ち】を当ては
め､最尤法によるパラメータ推定を行った｡下の出力結果
より､パラメータ推定値は
〟ニー0.075
α = 0.741
6 - 0.464
すなわち､推定されたモデルはGEVl JL, U,ち】=GEV
卜0.075, 0.741, 0.464 1となる｡またパラメータの共分散行
列より､それぞれのパラメータの95%信頼区間が漸近的
に､ FLは【-0.31, 0.16], Uは【0.52, 0.96】そして引ま【0.188,
0.739】となる｡ 〟の値はゼロの可能性が高いが､他のもの
は有意と考えて良いであろう｡
【1】 "Maximum Likelihood Estimates:■'
MLE Stand.Err.MU:(identity) -0.07467　　0.12024
SIGMA:(identity)　　　　　0.74121　　0.1 1259
Ⅹi:(identity)　　　　　　　　0.46437　　0. 1 4056
【1】 '■Negative log-likelihood: 77.2372558627211■'
Parameter covariance:Ll]L2][,3]
【1,】 0.014457046　　0.009767753　-0.004453080
【2,1 0.009767753　　0.01267591 1　0.001537216
【3,1 -0.00445308　　0.001537216　　0.019756846
Return Leyel Plot
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Return Penod
図8. Return Level Plot
検証用グラフ(図9)の結果より
Probability Plot :直線上に点が乗っていてモデルの当ては
まりは良い｡
Quantile Plot : Ⅹ座標の値が大きいとき以外は直線に沿っ
ています｡
ReturnLevelPlot : 9 5%信頼区間の中に納まっている｡
Density Plot(with Histogram) :分布の特徴が捉えられて
いる｡
時系列データの最大値･最小値のモデル化について
Prob一bility Plot
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図9.検旺用の4つのグラフ
(B)パッケージextremesに入っている既存のFloodデー
タ(年間の洪水による損害額の最大値､大きさn- 50)｡
下図はFloodデータの散布図である｡この図より(A)で
分析したシミュレーションのデータに分布の様子が酷似し
ていることが分かる｡従って､このデータに当てはめる確
率モデルの候補は一般化極値分布GEV( FL, U,ち)と
考えても良いだろう｡
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図1 0. Floodデータの散布図
一般化極値分布GEV( FL, 0,ち)をデータに当てはめ､
最尤法によるパラメータ推定を行った｡プログラムの出力
結果(下記に推定値と各とその分散協分散行列がある)よ
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り､パラメータの推定結果は
〃 -0.99
6 -0.96
% -0.70
すなわち､推定されたモデルはGEV【〟, U,ち1-
GEV【 0.99, 0.96, 0.701となる｡従って､ shape parameter
ち- 0.70 (> 0､標準誤差0.15226)よりこのデータの確率
分布はFrechet分布に近いと考えられる｡
"Maximum Likelihood Estimates:"
MLE Stand.Err.
MU:(identity)　　0.991 50
SIGMA:(identity) 0.96229
Ⅹi:(identity)　　　0.70376
【1】 "Negative log-likelihood: 127.429708565582"
Parameter covariance:【,1】【,2】【,3】
【1,1 0.019389158　0.017124769
【2,1 0.017124769　0.023099825
【3,】-0.0056563　　0.002793059
-0.005656303
0.00279 3059
0.023182714
モデル検証用グラフの解析:
Probability Plot :各点が直線上に近く分布していて､よく
当てはまっている｡
Quantile Plot :シミュレーションの結果と同じ傾向であ
る｡
Return Level Plot: 9 5 %信頼区間の中に納まっている｡
Density Plot(with Histogram) :モデルの密度関数がデー
タのヒストグラムに近い｡
Prob&bility Plot
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図1 1.検証用の4つのグラフ
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当てはまりの良さについての考察:モデルが適切でない
という証拠は特にないといえる｡特にDensityPlotでは
データと推定されたモデルの確率密度度関数は良く当ては
まっているといえる｡ただし､ Quantile Plotにおいては､
各点が直線とかけ離れており良い当てはまりとはいえな
い｡別のモデルを考慮する余地は十分にあるといえる｡
もし一般化極値分布G EV以外の別のモデルを当てはめた
場合には､尤度比検定を行いどちらがより有効であるかを
調べることが出来る｡
(C)最後に東京周辺の一日辺りの降水量の年間最大値
(block maxima､単位はmm)を1901年から2007年まで
のデータ(気象庁のホームページを参照)を解析してみる｡
1958年には東京でこの101年間最大の371.9 mmを記録し
ている｡散布図から上で解析した(A)や(B)の分布に
似ていることが分かるであろう｡
T900　　　　　7920　　　　　7940　　　　1960　　　　1980　　　　　2000
＼
図1 2.東京周辺の-日辺りの降水tの年間最大値の散布図
そこで一般化極値分布GEV( FL, U,ち)をこのデータ
に当てはめ､最尤法によるパラメータ推定を行った｡プロ
グラムの出力結果(括弧内は標準偏差)より､パラメータ
の推定結果は
〟 - 96.43427 (3.99951)
α - 35.70065 (3.12339)
ち=　0.13926　(0.08816)
すなわち､推定されたモデルはGEV【FL, 0,ち]-GEV
【96.43, 35.70, -0.1391となる｡従って､ shape parameter
はち-0.139であるが､標準誤差が0.08816であり､ 9 50/o
信頼区間にはゼロが含まれるためこのデータの確率分布は
ち- 0.0であるType IのGumbel分布に近いと考えても
良いであろう｡
ll] "Maximum Likelihood Estimates:.T
MLE Stand.Err
.MU:(identity)　96.43427　　3.9995 1
SIGMA:(identity) 35.70065　　3.12339
Ⅹi:(identity)　　0.13926　　0.08816
【11 ''Negative log-likelihood: 560.03270499351''
Parameter covariance:川【,21【,3】
【1,】 15.9960614 6.79910970　　-0.133392894
【2,1 6.7991097　9.75554493　　-0.065424682
【3,1-0.133392　-0.06542468　　0.007772035
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図1 3.検証用の4つのグラフ
当てはまりの良さについての考察:モデルが適切でないと
いう証拠は特にないといえる｡特にDensityPlotではデー
タと推定されたモデルの確率密度度関数は良く当てはまっ
ているといえる｡またProbability Plotにおいては多少直
線と離れた点も見うけられるが､全体的には問題ないと思
われる｡最後にReturnLevelPlotから分かることとして､
もしこの当てはめた分布が正しければ日最大が300mmを
超えるのはおよそ90-100年に一度と考えれる｡ところ
がこの現象が頻繁に起こるのであれば､自然界の構造の変
化､すなわち環境破壊が進んでいることを暗示することに
なるであろう｡
5　おわりに
本稿では極値(特に最大値, Block Maximum)の確率
分布に関する話題の中でよく知られている漸近的な極値分
布を紹介した｡そして実際のBlock Maximumのデータ
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時系列データの最大値･最小値のモデル化について
である東京周辺の一日辺りの降水量の年間最大値に一般化
極値分布を当てはめ､そのパラメータを推定しモデル化を
行った｡その結果TypeIのGumbel分布によく当てはまっ
ていることがわかった｡しかしこのモデルはデータが定常
で独立な時系列であることを仮定しており､平均値は一定
であると仮定している｡このモデルでは近年話題となって
いる温暖化現象などの効果は考慮されていない｡極値理論
では非定常な時系列のモデル化として､閥(threshold)モ
デル､ Point Process Characterizationなどいろいろモデ
ルが提案されているので､これらを使えば温暖化などのよ
り詳しい議論ができると思われる｡いろいろな地域の降水
量のデータや気温データなど範囲を広げて分析することが
今後の課題である｡
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